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Abstract















ou` m = 7 si p 6= 7 et m = 6 si p = 7.
Cette congruence ge´ne´ralise les congruences de Wolstenholme, Morley, Glaisher, Carlitz, McIntosh,
Tauraso et Mesˇtrovic´. Elle permet aussi de retrouver simplement des congruences duˆes a` Glaisher, Carlitz
et Zhao.
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1 Introduction
Dans tout ce qui suit p de´signe un nombre premier impair.

























≡ 4p−1 mod(p3) p ≥ 5. (2)













4), p ≥ 5. (4)
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mod(p4) p ≥ 3.













4) p ≥ 5.










mod(p5) p ≥ 7. (5)










mod(p5) p ≥ 7). (6)

































mod(p6) p ≥ 7. (8)















mod(p7) p ≥ 11. (9)
La congruence 9 est encore ge´ne´ralise´e par J. Rosen [14].
2 Enonce´ du re´sultat principal
Le the´ore`me suivant constitue a` la fois une ge´ne´ralisation de la congruence de Wolstenholme et de la congruence















Il permet aussi de retrouver toutes les nombreuses ge´ne´ralisations de ces deux congruences que l’on a expose´
au premier paragraphe et aussi d’en de´couvrir d’autres.
















ou` m = 7 si p 6= 7 et m = 6 si p = 7.
Pour α = 2 et pour α = 12 , le the´ore`me 1 permet d’obtenir le corollaire suivant:
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ou` m = 7 si p 6= 7 et m = 6 si p = 7.
On constate ainsi que le the´ore`me 1 est bien une ge´ne´ralisation des congruences de Wolstenholme (1) et de
Morley(2). En effet ces deux congruences se de´duisent respectivement de (12) et (13) en observant qu’on a










≡ 0mod(p), p ≥ 5. (14)
On en de´duit aussi du the´ore`me 1 et de (14) le corollaire suivant qui ge´ne´ralise aux p-entiers, la congruence
de Glaisher (3).




≡ 1 mod(p3), p ≥ 5. (15)
















































































Compte tenu de cette dernie`re relation, on de´duit du the´ore`me 1 le corollaire suivant






























































De la relation (18) et du lemme 13, on de´duit le corollaire suivant








α(α − 1)p3Bp−3 mod(p
4) (21)
(21) est une ge´ne´ralisation de la congruence de Glaisher (4).











≡ 0mod(p5) p ≥ 7. (22)
On de´duit de (20) et (18) le corollaire suivant























mod(p5) p ≥ 7. (24)
Pour α = 2, la relation (24) permet de retrouver la congruence de R.J. McIntosh (5) et la relation (23)
permet de retrouver la congruence de Zhao (6) . De plus pour α = 12 , les relations (19) et (20) permettent
d’obtenir le corollaire suivant








































mod(p5) p ≥ 7. (26)





















≡ 0mod(p6) p ≥ 11. (27)
Avec (18) et (27), on de´duit le corollaire suivant.


































































Le the´ore`me 1 ge´ne´ralise aux p-entiers, la relation (9) de Mesˇtrovic´.
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3 Lemmes






































(2 (n+ 1− k)− 1)
2n∏
k=n+1
(2(k − n)− 1),















On constate alors que
n∏
k=1
































En chosissant n = p−12 dans (28), on obtient la relation (10).






k1 . . . km
, pour 1 ≤ m ≤ p− 1
et par convention
H0 = 1 et Hm = 0 pour m ≥ p. (31)
Soit P (x) le polynoˆme de´fini par
P (x) =


























La preuve du the´ore`me principal repose essentiellement sur le lemme suivant
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Hm ≡ 0 mod(p), pour m 6= p− 1, (35)
3.
Hm ≡ 0 mod(p
2), pour m impair et m 6= p− 2, (36)
4.
H2m−1 −mpH2m ≡ 0 mod(p
4), pour 2m+ 1 6= p− 2. (37)
Preuve.
1. La relation (32) nous permet de constater que l’on a
P (x) = P (p− x),









































La relation (34) en re´sulte. Remarquons qu’on de´duit de cette relation que H2m−1 ≡ 0 mod(p) pour
tout m ≥ 1.
2. Il s’agit d’un re´sulat bien connu qu’on peut de´duire facilement du fait que le polynoˆme P (x) conside´re´
comme un polynoˆme a` coefficients dans le corps Z/pZ s’e´crit graˆce au petit the´ore`me de Fermat P (x) =
1− xp−1. On en de´duit aussi que Hp−1 =
1
(p−1)! ≡ −1 mod(p).
3. D’apre`s la relation (34), on a
H2m−1 ≡ mpH2m mod(p
2). (39)
On a alors H2m−1 ≡ 0 mod(p
2) pour 2m−1 6= p−2 car on a H2m ≡ 0 mod(p) d’apre`s (35). Remarquons






4. D’apre`s la relation (34), on a


















Si 2m + 1 6= p − 2, on a alors 2m+ 2 6= p − 1 et on de´duit de (36) et (35) que H2m+1 ≡ 0 mod(p
2) et
H2m+2 ≡ 0 mod(p). En tenant compte de ces deux dernie`res congruences dans (40), la relation (37) en
re´sulte.
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Remarque 11 Il est facile de prouver a` l’aide de la relation (40) que si 2m+ 1 = p− 2, alors .









Ainsi, pour tout m ≥ 1, on a H2m−1 −mpH2m ≡ 0 mod(p
3).








0 mod(p) si p− 1 ∤ m









0 mod(p2) si m est impair et p− 1 ∤ m+ 1
1
2mp mod(p
2) si m est impair et p− 1 | m+ 1
.















≡ 0 mod(p4) si p− 1 ∤ m+ 3
≡ − 112m(m+ 1)(m+ 2)p
3 mod(p4) si p− 1 | m+ 3
(41)





















≡ 0mod(p6) si p− 1 ∤ m+ 5. (42)
Preuve.
1. Soit g ∈ Z tel que g soit un ge´ne´rateur du groupe cyclique (Z/pZ)
∗
. L’application x→ x−1 de (Z/pZ)
∗


























≡ (gm − 1)
p−2∑
j=0




− 1 ≡ 0mod(p).






Si p− 1 | m, on a 1
km







k=1 1 = p− 1 ≡ −1mod(p).
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≡ 0mod(p). Dans ce cas, on























≡ −1 mod(p). Dans ce cas, on





















m(m+ 1)(m+ 2) mod(p4).







































≡ 0 mod(p6). (46)




























La relation (42) en re´sulte.
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2), p ≥ 5. (48)
On trouvera dans [8] une preuve tre´s de´taille´e de la relation (47) qui est un re´sultat duˆ a` Glaisher [5]. La
realtion (48) se de´duit de (47) et de (41) e´crite pour m = 1.
4 Preuve du the´ore`me 1





























Or, d’apre`s les relations (35) et (36), on a
(−α)5H5p
5 ≡ 0 mod(p7) et (−α)6H6p
6 ≡ 0 mod(p7), (50)
pourvu que 5 6= p−2 et 6 6= p−1, c’est a` dire p 6= 7. Il suffit donc de choisir p ≥ 11 pour re´aliser ces conditions.


















k ≡ 0mod(p7). (52)
D’autre part, du fait que p ≥ 11, on a d’apre`s (37) du lemme,
p3H3 − 2p
4H4 ≡ 0 mod(p
7). (53)









































3 − λ+ 11,
A4 = α
4 + λ− 2µ.
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Choisissons λ et µ tels que A3 = A4 = 0, on obtient
λ = α4 − 2α3 et µ = α4 − α3.




≡ 1− (α4 − 2α3 + α)pH1 + (α
4 − 2α3 + α2)p2H2mod(p
7).
Ce qui nous fournit bien la relation (11).

















 = α3(α − 1)3
720
76 ≡ 0mod(76)
et permet de conclure. La preuve du the´ore`me est comple`te.
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